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Zpracování dat z fyzikálního měření – doprovodný text
Upozornění: tento text není návodem v pravém slova smyslu, slouží k obecnému seznámení, jak správně získávat a zpracovávat data ve fyzice. Je tedy platný pro více praktických cvičení (a to i v jiných ročnících) než pouze v prvním praktickém cvičení, které se chybám měření a jejich vyhodnocení věnuje přímo. Vlastní text návodu pro praktické cvičení č. 1 je jiným samostatným souborem.
Text obsahuje také konkrétní příklady (včetně řešení – to je umístěno souhrnně na konci textu). Tyto příklady slouží pro to, abyste si sami mohli vyzkoušet, nakolik jste tématu porozuměli. Obsahují tedy smyšlená data, a proto je nebudete uvádět do svého protokolu. Přesto doporučuji text i tyto příklady projít a pokusit se je vyřešit, abyste věděli, že vaše zpracování dat je správné. Ke stejnému účelu slouží i teoretický test, který je na konci celého textu (správné odpovědi jsou pod testem). Příklady jsou označeny kurzívním typem písma.
Zásady fyzikálního měření
Fyzikální měření je způsob, jak se snažíme pomocí kvantitativních (= číselných) údajů popsat vlastnosti těles a látek okolo nás. Naměřené hodnoty vždy vyjadřujeme pomocí číselného údaje a fyzikální jednotky, samotný číselný údaj je nedostatečný.
Je potřeba pro další zpracování rozlišit skutečnou a naměřenou hodnotu:
Skutečná hodnota udává, jak velká je doopravdy příslušná fyzikální veličina. Je jasné, že určité těleso má vždy nějakou objektivní délku, hmotnost, pohybuje se po nějaký objektivní čas, prochází jím nějaký objektivní proud apod.
Naměřená hodnota udává, co naměříte pomocí daného přístroje (měřidla). Tato naměřená hodnota se téměř nikdy nebude (a ani nemůže) rovnat té skutečné, protože kvalita měření je dána řadou omezení. Naměřené hodnoty značíme x1, x2... až xn, obecně xi .
Cílem měření naproti tomu vždy je měřit tak, aby naměřené hodnoty co nejvíce odpovídaly hodnotám skutečným. Jak toho docílit?
a) Volbou vhodného přístroje (měřidla):
Každý přístroj má vždy určitý rozsah a přesnost. Rozsah je maximální hodnota, kterou je schopen přístroj naměřit. Přesnost údaje je nejmenší dílek stupnice (u mechanických měřidel) či nejmenší řád na displeji (u digitálních měřidel). Řada zejména složitějších přístrojů má navíc nějakou konstrukční přesnost, která je vyšší než nejmenší dílek na stupnici. Tato přesnost je uvedena přímo na přístroji nebo v návodě. 
Příkladem je např. digitální voltmetr – nejmenší dílek může být 0,0001 V, což odpovídá pouhé 0,1 mV. Samotné údaje na displeji tak jsou velmi přesné. V návodě k přístroji ale bude např. uvedeno, že přesnost je  ± 3 mV. Pak je nutné jako chybu měření brát právě tento údaj. Pokud bude v návodu k přístroji uvedeno např. ± 0,2 % + 10 číslic, znamená to, že chyba je dána procentem z naměřené hodnoty.
Protože odhalení této konstrukční přístrojové chyby je často poměrně složité, bude vždy v návodě k praktickému cvičení uvedena její velikost nebo způsob jejího výpočtu. V mechanice (tedy při praktických cvičeních 1. ročníku) většinou ovšem platí, že chyba údaje se zároveň rovná chybě měřidla. Nezapomeňte uvést vždy rozsah a přesnost do protokolu!
Příkladem je např. pravítko. Jestliže má maximální dílek na stupnici 20 cm a nejmenší dílek je 1 mm, znamená to, že rozsah je 20 cm a přesnost 1 mm. Takovým pravítkem nelze v žádném případě naměřit nic s vyšší přesností, takže údaj z pravítka nesmí znít např. 12,54 cm, ale jen 12,5 cm. A to ani tehdy, pokud se domníváte, že „je to někde v půlce“. 
Pro měření délek větších než 20 cm musíte navíc pravítko přikládat opakovaně, rozdělit si měřenou vzdálenost na menší části. Tím pochopitelně roste chyba měření. Pokud to tedy je jen trochu možné, pro větší délky je lepší si zvolit jiné měřidlo (pásmo, skládací metr). Stejně tak i tam, kde potřebuji přesnější měření než na milimetry (posuvné měřítko, mikrometr).
b) Opakováním měření:
Opakování měření neslouží k tomu, aby vás zdržovalo od nějaké smysluplnější práce, ale je to jedna ze zásad správného měření. Umožňuje totiž měření zpřesnit a hlavně kvantifikovat chyby. Důležité je, aby opakované měření probíhalo za stejných podmínek, tedy především stejným exemplářem (nebo typem) měřidla a stejným způsobem. Je ale samozřejmě žádoucí, aby např. přiložení pravítka proběhlo v jiném místě daného tělesa, neboť tak lze vystihnout i nepravidelnosti dané samotným tělesem. (Žádné těleso není ideálního tvaru ani není homogenní – tedy např. nemá v různých místech stejné složení a stejnou hustotu.)
Chyby, kterých se lze při měření dopustit, lze rozdělit do tří skupin:
1. Chyby hrubé – jedná se o chyby vzniklé např. 
· špatným přečtením nebo zapsáním údaje na měřidle (místo 154,2 zapíšu 164,2, spletu se v jednotce apod.)
· měřením jiného údaje, než bylo požadováno (např. jiného rozměru, jiného tělesa)
· zápisem smyšleného údaje („přece to nebudu měřit zbytečně 10x, když vím, kolik to má vyjít“ - ve skutečnosti to vědět nikdy nemůžete!)
· špatným přiložením měřidla (např. přiložím pravítko zřetelně šikmo místo kolmo)
Tyto chyby lze omezit pouze pečlivějším měřením či zapisováním. Je-li některá hodnota značně odlišná od ostatních, je vhodné se zamyslet nad tím, jestli jste se náhodou někde nemohli dopustit hrubé chyby. Pozor, hrubou chybou vám mohou vyjít i příliš optimální hodnoty (např. 10x stejné číslo – tak moc se snažím, aby to vyšlo, že tomu podvědomě přizpůsobuji i způsob měření), což je ale také špatně – statistika pro to používá termín „too good to be true“, tj. „příliš dobré na to, aby to bylo pravdivé“.
2. Chyby systematické – jsou chyby vzniklé např.
· již zmíněné přístrojové chyby (omezená přesnost přístrojů)
· použitím nevhodného měřidla (tj. nevhodného rozsahu či přesnosti)
· použitím určité metody (např. nelze měřit určitou vlastnost přímo, takže ji změříme nějak nepřímo, tím se ale chyba zvětší oproti přímému měření) 
· vnitřní chybou samotného pozorovatele (zejména se jedná o tzv. reakční dobu při čtení údajů ze stupnice či displeje nebo při měření času – i když se budu snažit o co nejpřesnější měření, nelze snížit tuto chybu pod cca 0,2 s)
Tyto chyby lze omezit především vhodnou volbou měřidel či metod měření. Přesto vždy nějaká systematická chyba zůstává. Je také dobré, abyste se zamysleli, jaká přesnost je vůbec účelná, jestli není dosažení vyšší přesnosti za cenu zvýšení finanční a časové náročnosti zbytečné. (Např. jestli je opravdu nutné, abychom znali velikost místnosti s přesností na desetiny mm, jestli vaše výkony při tělocviku mají být měřeny elektronickými stopkami, nebo zda stačí sice méně přesné, ale zato levnější stopky spouštěné ručně).
3. Chyby náhodné – jsou chyby vzniklé nezávisle na osobě měřícího, tedy
· chyby vzniklé nepřesnostmi samotného přístroje (jednou naměřím 126,4 cm a jednou 126,5 cm, protože reálná hodnota je stejně někde mezi)
· chyby vzniklé nerovnostmi samotného tělesa (stěny kvádru nejsou rovné, koule není dokonalé kulatá a nic není homogenní)
· chyby vzniklé drobnými nepřesnostmi při samotném měření (i když se snažím měřit pečlivě, stejně nepřiložím vždy měřidlo ideálně správně nebo ve správnou dobu)
Tyto chyby nelze nijak omezit, protože je to vlastně vyjádření toho, že příroda není dokonalá (tedy že všechna data mají svoji variabilitu). Je ale žádoucí je kvantifikovat, k čemuž právě slouží opakování měření a následné vyhodnocení dat. Podle velikosti náhodných chyb je vhodné odhadnout, kolik asi měření bude potřeba. Zpravidla se jako minimální počet měření udává 5, v některých případech může ale stačit i méně opakování (výjimečně i s pouhým jedním měřením – např. vážení jednoho konkrétního tělesa na digitální váze), naopak někdy je vhodné měřit vícekrát (např. krátké časové intervaly měření na ručních stopkách, kde je vysoká systematická chyba).
c) Správným zpracováním dat:
Po měření musí vždy následovat zpracování dat, samotné měření není totiž ještě nikdy výsledkem vaší práce.

Zásady zpracování naměřených dat
1. Sepsat data do tabulky
Vždy se doporučuje udělat si tabulku už před měřením, protože tím nejsnáze zjistíte, jestli jste něco nezapomněli změřit.
Vy budete mít mustr tabulky již vždy předepsaný, čímž budete mít tento úkol zjednodušený. 
2. Vypočítat aritmetický průměr naměřených dat
Aritmetický průměr je hodnota, která by měla být (pokud jste dodrželi zásady měření) nejblíže skutečné hodnotě, je to tedy nejpravděpodobnější hodnota hledané veličiny.
Aritmetický průměr vypočtete jednoduše tak, že všechny hodnoty naměřené při opakovaném měření sečtete a vydělíte výsledek počtem měření.
Následně je potřeba, abyste dodržovali zásady zaokrouhlování:
a) zaokrouhlujeme vždy na stejný počet desetinných míst, jaké mají naměřená data
b) je-li další číslice rovna 5,6,7,8 nebo 9, zaokrouhlujeme nahoru (tedy zvýšíme číslici na posledním desetinném místě o 1)
c) je-li další číslice rovna 0,1,2,3 nebo 4, zaokrouhlujeme dolů (tedy číslici na posledním desetinném místě ponecháme)
Nikdy nezapisujte do tabulky hodnotu průměru tak, aby měla jiný počet desetinných míst než naměřené hodnoty! Měřili jste s určitou přesností měřidla a tu nelze zvýšit (viz výše uvedený přehled typů chyb) tím, že vypočítáte průměr! V dnešní době, kdy kalkulačky jsou schopny vyhodit výsledek na téměř libovolný počet desetinných míst, je oblíbeným nešvarem přepsat číslo z kalkulačky přesně do výsledků, ale to je krajně nežádoucí! Jestliže totiž napíšete do tabulky údaj např. 128,5714285 cm, což je výsledek po dělení 7, znamenalo by to, že při měření jste používali takovou metodu, která vám umožňovala měřit na 7 desetinných míst, tedy s přesností na nanometry! (To je třeba méně než průměr leckteré molekuly.)
Příklad 1: Měříme s přesností 1 mm, které z následujících hodnot aritmetického průměru jsou správně zaokrouhleny?
125,3 cm		1253,1 mm		123,542 cm		123 cm		1253 mm
Příklad 2:  Měříme s přesností 1 mm. Zaokrouhlete správně následující vypočítané hodnoty průměrů:
12,4857 cm		1271,3 mm		121,84 cm		122,5 cm	122,5 mm
3. Vypočítat charakteristiky souboru naměřených dat (určit velikost chyby měření)
Výpočet těchto charakteristik je již náročnější a je potřeba mu věnovat větší pozornost. Následuje vysvětlení výpočtu a významu jednotlivých charakteristik. Vzorce k výpočtům jsou ve zvláštní příloze ve formátu Excel.
a) Odchylka jednoho měření
Vypočítám ji jako absolutní hodnotu rozdílu mezi průměrem a naměřenou hodnotou. Absolutní hodnota znamená, že všechna výsledná čísla budou kladná. Odchylku zapisuji vždy do řádku k příslušnému měření. Odchylku i-tého měření značíme xi, někdy též přímo i.
b) Odchylka všech měření
Vypočítám ji jako aritmetický průměr odchylek jednoho měření (tj. sečtu odchylky jednoho měření pro všechna naměřená data a vydělím počtem měření). Opět zaokrouhluji na stejný počet desetinných míst, jako mělo vlastní měření. Odchylka všech měření může sloužit jako určitý údaj o přesnosti měření, tedy o jeho systematických a náhodných chybách. V řadě případů nám pro zjednodušení může nahradit složitěji počítanou střední chybu průměru měření (viz dále).
Příklad 3: Naměřené hodnoty délky jsou 125,4 mm, 127,2 mm, 126,6 mm, 126,3 mm a 125,8 mm.
Vypočítejte průměr, odchylky jednoho měření a odchylku všech měření.
c) Rozptyl měření
Vypočítám ho jako součet druhých mocnin odchylek jednoho měření, který pak vydělím (n-1), tj. počtem všech měření sníženým o jednotku. Pokud mám tedy 10 měření, dělím 9, pokud mám 5 měření, dělím 4 apod. Rozptyl je pracovní hodnota pro další výpočty, proto ho nezaokrouhluji (nebo jen přiměřeně). Značíme ho s2.
d) Směrodatná odchylka měření
Je odmocninou rozptylu. Výsledek zaokrouhlete na stejný počet desetinných míst, jako mělo vlastní měření. Podobně jako odchylka všech měření může sloužit jako určitý údaj o přesnosti měření (je přitom vhodnější), resp. o variabilitě dat (viz náhodné chyby). Velikost směrodatné odchylky ani odchylky všech měření by neměla záviset na počtu měření. Značíme ji s nebo sx.
e) Střední chyba průměru měření
Vypočítám ji ze směrodatné odchylky tak, že ji vydělím odmocninou z (n-1). Doporučuji použít pro výpočet nezaokrouhlenou hodnotu směrodatné odchylky, abyste se zbytečně nedopouštěli chyby z důvodu opakovaného zaokrouhlování. Výslednou hodnotu střední chyby ale opět zaokrouhlete na stejný počet desetinných míst, jako mělo vlastní měření. Střední chyba průměru udává, o kolik jsem se přibližně „seknul“ při určování průměrné hodnoty, lze tedy z ní stanovit interval nejpravděpodobnější hodnoty . Klesá s množstvím naměřených dat. Značíme ho x (jde o řecké písmeno sigma).
f) Krajní chyba měření
Vypočítám ji jako trojnásobek směrodatné odchylky. Je to pomocný údaj, určující maximální odchylku, kterou ještě naměřená data mohou mít. Pokud má některé měření větší odchylku než je krajní chyba měření, je nejspíš zatíženo hrubou chybou a je vhodné ho ze zpracování vyloučit. Do intervalu průměr – krajní chyba až průměr + krajní chyba by totiž mělo patřit více než 99 % naměřených hodnot. (Např. je-li aritmetický průměr 112,5 cm, směrodatná odchylka je 1,2 cm a jedna z naměřených hodnot je 122,3 cm, znamená to, že její odchylka od průměru je 9,8 cm, což je více než krajní chyba – ta je 3,6 cm – a tak jde pravděpodobně o hodnotu vzniklou tak, že jsem při čtení údaje zaměnil číslici na místě desítek). Značíme ji  (jde o řecké písmeno chí).
g) Pravděpodobná chyba
Vypočítám ji jako dvě třetiny směrodatné odchylky. Je to pomocný údaj, určující interval (daný jako průměr – pravděpodobná chyba až průměr + pravděpodobná chyba) v němž se nachází přibližně polovina (50 %) naměřených dat. Význam při samotných výpočtech je jen malý, proto ji počítat nebudeme. Značíme ji θ (jde o řecké písmeno théta).
h) Relativní střední chyba měření
Vypočítám ji jako podíl střední chyby průměru měření a aritmetického průměru (doporučuji počítat z nezaokrouhlených hodnot). Udává se většinou v procentech, tedy výsledek vynásobte 100. Má stejný význam jako střední chyba průměru, jen v relativní (procentové) stupnici. Značíme ji  (jde o řecké písmeno ró), někdy pro rozlišení od následující relativní možné chyby jako  s pruhem.

i) Relativní možná chyba měření
Vypočítám ji jako podíl směrodatné odchylky a aritmetického průměru (doporučuji počítat z nezaokrouhlených hodnot). Udává se v procentech, tedy výsledek vynásobte 100. Má stejný význam jako směrodatná odchylka, jen v relativní (procentové) stupnici. Při výpočtech je její význam většinou malý, proto ji počítat nebudeme.

4. Zapsat naměřenou hodnotu včetně její chyby 
Souhrnný zápis naměřených hodnot má vždy následující formát:
aritmetický průměr ± směrodatná odchylka (resp. odchylka všech měření)
Znamená to, že v intervalu daném krajními hodnotami průměr – odchylka (minimum) a průměr + odchylka (maximum) je největší pravděpodobnost (asi 68 %), že se budou nacházet naměřené hodnoty. Pokud tedy jiná osoba půjde měřit stejným způsobem stejné těleso či látku, měla by se svými měřeními trefit právě s 68 % do tohoto intervalu, samozřejmě pokud jste měřili správně (tedy vyloučili hrubé chyby). Tomu se říká zásada reprodukovatelnosti měření. Každé měření v odborné práci by mělo tuto zásadu dodržet, jinak je fakticky bezcenné.
Hledaná hodnota fyzikální veličiny (nezapomínejte, že měření je vlastně hledání skutečné hodnoty dané veličiny) se pak nachází v intervalu:
aritmetický průměr ± střední chyba průměru
Znamená to, že v intervalu daném krajními hodnotami průměr – chyba a průměr + chyba je největší pravděpodobnost (asi 68 %), že se bude nacházet hledaná hodnota (kterou reprezentujete právě vypočítaným průměrem).
Důležité upozornění! Pokud by zaokrouhlená hodnota střední chyby průměru byla menší než přesnost měřidla, do tohoto zápisu uveďte právě přesnost měřidla. (Např. by střední chyba průměru byla jen 0,04 cm a přesnost měřidla 0,1 cm, pak do toho zápisu nepište nulu, ale právě uvedenou desetinu centimetru. Nulová chyba je totiž již z principu nemožná.)
Tyto zápisy jsou hlavním výsledkem všech zmíněných výpočtů. Stanovují, jak přesně dokáži pomocí svých měření určit (či spíše odhadnout) skutečné hodnoty. Vyjde-li mi interval totiž příliš široký, asi je užitá metoda dost nepřesná - stálo by tedy za to najít lepší. Je-li interval velmi úzký a vím, že skutečná hodnota (např. tabulková) se v něm nenachází, je vhodné se zamyslet, jestli jsem se nedopustil právě chyby ve stylu „too good to be true“ - podvědomě nepřizpůsoboval hodnoty, aby si byly podobnější.
Ve skutečnosti je výpočet chyby měření o trochu složitější, jedná se o odmocninu ze součtu druhých mocnin střední chyby průměru a přesnosti měřidla, pro uvedený příklad tedy odmocnina z (0,042 + 0,12), což je odmocnina z 0,0116, a to je 0,108 cm. Po zaokrouhlení je ale výsledek opět 0,1 cm, čímž vidíte, že použít zmíněný zjednodušený postup většinou stačí.
Uvedené výpočty také nezahrnují systematické chyby, které působí jen jedním směrem. To už zní možná dost nesrozumitelně, ale představte si rybáře, který místo pevným měřidlem bude měřit délky ryby krejčovským metrem. Tím naměří vždy vyšší hodnotu, protože bude vlastně místo délky měřit část jejího obvodu a protože ryba není rovná, nýbrž prohnutá, bude tak jeho hodnota vyšší. Pokud by svá data zpracoval výše uvedeným způsobem, ani tak se nedobere skutečné (= správné) hodnoty délky. Proto je na taková měření potřeba dávat pozor (a např. Český rybářský svaz tento způsob měření délky ryby zakazuje).
Příklad 4:
Aritmetický průměr naměřené délky je 112,7 cm, směrodatná odchylka měření 0,6 cm, střední chyba průměru 0,2 cm (jedná se o zaokrouhlené hodnoty). Přesnost měřidla je 0,1 cm.
a) Zapište souhrnný zápis naměřených hodnot a intervalu hledané hodnoty fyzikální veličiny. 
b) Určete dolní a horní mez intervalu, v němž se nachází 68% naměřených hodnot
c) Určete dolní a horní mez intervalu, v němž se nachází s 68% pravděpodobností hledaná hodnota fyzikální veličiny.
Příklad 5:
Aritmetický průměr naměřeného elektrického proudu je 1,26 A, směrodatná odchylka měření 0,08 A, střední chyba průměru 0,03 A (jedná se o zaokrouhlené hodnoty). Přesnost měřidla je 0,05 A.
a) Zapište souhrnný zápis naměřených hodnot a intervalu hledané hodnoty fyzikální veličiny. 
b) Určete dolní a horní mez intervalu, v němž se nachází 68% naměřených hodnot
c) Určete dolní a horní mez intervalu, v němž se nachází s 68% pravděpodobností hledaná hodnota fyzikální veličiny.
5. Určit výslednou hodnotu pomocí fyzikálních vztahů (vzorců)
Cílem měření zpravidla nebývá určit přímo měřenou veličinu, ale určit jinou veličinu, kterou stanovujeme nepřímo pomocí výpočtu z měřených veličin. (Např. hustotu stanovujeme jako poměr naměřené hmotnosti a naměřeného objemu, obsah jako součin dvou naměřených stran obdélníka apod.) Hodnotu této veličiny stanovíme následujícím způsobem:
a) Stanovení její nejpravděpodobnější hodnoty
Nejpravděpodobnější hodnotu hledané veličiny získáme tak, že do příslušného fyzikálního vztahu dosadíme vždy aritmetické průměry všech potřebných veličin (pozor na správné jednotky při dosazování!). Výsledek vyjádříme v příslušných jednotkách a zaokrouhlíme ho na stejný počet platných číslic jako měly dosazované hodnoty (případně ta nejméně přesná z dosazovaných hodnot). Pozor, počet desetinných míst při zaokrouhlování nebude stejný! (Je jasné, že výsledek je v jiných jednotkách než dosazované hodnoty, takže dvě desetinná místa v gramech jsou neporovnatelná s dvěma desetinnými místy v mm.)
Co to je platná číslice? To je každá nenulová číslice, počítaná zleva. Takže např. 1 235,4 mm je 5 platných číslic, 9,81 m/s2 jsou 3 platné číslice. Ale 0,0023 km jsou jen 2 platné číslice, stejně jako 2,3 m a 230 cm. (Vidíte tedy, že převodem jednotky se počet platných číslic nemění!)
Příklad 6: Zaokrouhlete na 3 platné číslice:
125,4 mm		11,482 g		1 243,7 cm3		0,018 8 kg		12 V
Příklad 7: Objem kvádru je V = a * b * c. Vypočítejte jej z naměřených rozměrů a správně zaokrouhlete výsledek:
a) a = 27,8 mm; b = 49,4 mm; c = 73,9 mm
b) a = 47,8 mm; b = 119,4 mm; c = 163,6 mm


b) Stanovení její relativní a absolutní chyby
Stanovení relativní chyby vychází z následujících pravidel:
· pokud ve vzorci sčítáme, bereme vždy větší z relativních chyb
· pokud ve vzorci násobíme nebo dělíme, relativní chyby sčítáme
· pokud ve vzorci umocňujeme, relativní chybu příslušně násobíme (druhá mocnina – násobíme dvakrát, třetí mocnina – násobíme třikrát)
Stanovení absolutní chyby pak provedeme tak, že relativní chybu vynásobíme nejpravděpodobnější hodnotou (vypočítanou ze vzorce - viz a) a příslušně zaokrouhlíme na stejný počet desetinných míst jako nejpravděpodobnější hodnotu. Je-li tedy např. relativní chyba 0,83 % a nejpravděpodobnější hodnota obsahu 275,2 cm2, pak je absolutní chyba 2,28416 cm2, což po zaokrouhlení činí 2,3 cm2. Výsledný zápis tedy bude:
S = 275,2 ± 2,3 cm2
a interval, v němž se s 68% pravděpodobností nachází skutečná hodnota obsahu, je 
S = (272,9 cm2; 277,5 cm2)
Příklad 8:
Relativní chyba délky hrany krychle je 1,4 %. Určete:
a) relativní chybu objemu krychle
b) relativní chybu povrchu krychle
Příklad 9: 
Relativní chyba průměru válce je 0,33 %, relativní chyba výšky válce je 0,72 %. Určete:
a) relativní chybu objemu válce (vzorec V =  * d2 * v)
b) relativní chybu povrchu válce (vzorec S =  * d2 / 2 +  * d * v) 
Příklad 10:
Délka lavice je 123,7 cm, relativní chyba délky je 0,27 %, šířka lavice je 49,8 cm a relativní chyba šířky je 0,43 %. 
a) Vypočítejte nejpravděpodobnější hodnotu obvodu a obsahu lavice
b) Určete relativní chybu obvodu a obsahu lavice
c) Určete absolutní chybu obvodu a obsahu lavice
d) Určete interval, v němž se nachází skutečná hodnota obvodu (resp. obsahu) lavice s 68 % pravděpodobností
6. Napsat závěr
Závěr je kapitola, v níž byste měli shrnout své výsledky. Porovnat naměřené a vypočtené hodnoty s ohledem na jejich (relativní) chyby, včetně např. hodnot tabulkových. Nachází se očekávaná hodnota v intervalu nejpravděpodobnějších hodnot? Pokud tomu tak není, proč? (Poznámka – porovnávat lze jen porovnatelné, je naprostým nesmyslem porovnávat např. číselnou hodnotu hmotnosti a objemu a říkat, že hmotnost je větší/menší než objem – jsou to naprosto rozdílné veličiny!)
Měli byste také ohodnotit přesnost měření a možné chyby (i hrubé), jichž jste se dopustili, navrhnout případné zpřesnění metody.

Řešení příkladů
Na řešení se podívejte až tehdy, pokud si chcete vaše výsledky ověřit, nebo tehdy, kdy si opravdu nebudete vědět rady. Ne dříve, jinak to nemá smysl!
Příklad 1:
Pozor na jednotky, 1 mm = 0,1 cm, takže hodnoty v mm by měly být bez desetinného místa, hodnoty v cm s 1 desetinným místem.
Správně zaokrouhleno: 125,3 cm a 1253 mm
Špatně zaokrouhleno: 1253,1 mm (má být 1253 mm), 123,542 cm (má být 123,5 cm) a 123 cm (mělo být ještě jedno desetinné místo navíc)
Příklad 2:
Pozor opět na jednotky:
12,4857 cm zaokrouhlíme na 12,5 cm
1271,3 mm zaokrouhlíme na 1271 mm
121,84 cm zaokrouhlíme na 121,8 cm
122,5 cm zůstane (už je dostatečně zaokrouhlené)	
122,5 mm zaokrouhlíme na 123 mm
Příklad 3: 
Průměr je roven součtu naměřených hodnot vydělených počtem měření, tedy (125,4 + 127,2 + 126,6 + 126,3 + 125,8) : 5 = 631,3 : 5 = 126,26 mm. To je nutné zaokrouhlit na 126,3 mm.
Odchylky jednoho měření jsou po řadě 0,9 mm; 0,9 mm; 0,3 mm; 0,0 mm; 0,5 mm. (Zápis 0,0 mm jen zdůrazňuje to, že jde o přesnost na 1 desetinné místo. Napsat ale pouze nulu samozřejmě není žádná chyba.)
Odchylka všech měření je průměrem odchylek jednoho měření, tedy (0,9 + 0,9 + 0,3 + 0,0 + 0,5) : 5 = 2,6 : 5 = 0,52 mm, opět je potřeba zaokrouhlit na 0,5 mm.
Příklad 4:
a) Souhrnný zápis naměřených hodnot: 112,7 cm ± 0,6 cm 
Interval hledané hodnoty fyzikální veličiny: 112,7 cm ± 0,2 cm  
b) Dolní a horní mez intervalu, v němž se nachází 68 % naměřených hodnot: dolní mez 112,1 cm, horní mez 113,3 cm
c) Dolní a horní mez intervalu, v němž se nachází s 68% pravděpodobností hledaná hodnota fyzikální veličiny: dolní mez 112,5 cm, horní mez 112,9 cm
Příklad 5:
a) Souhrnný zápis naměřených hodnot: 1,26 A ± 0,08 A 
Interval hledané hodnoty fyzikální veličiny: 1,26 A ± 0,05 A  (Pozor, přesnost měřidla je vyšší než střední chyba průměru, potom takto!)
b) Dolní a horní mez intervalu, v němž se nachází 68 % naměřených hodnot: dolní mez 1,18 A, horní mez 1,34 A
c) Dolní a horní mez intervalu, v němž se nachází s 68% pravděpodobností hledaná hodnota fyzikální veličiny: dolní mez 1,21 A, horní mez 1,31 A
Příklad 6: 
125,4 mm zaokrouhlíme na 125 mm 		
11,482 g zaokrouhlíme na 11,5 g
1 243,7 cm3 zaokrouhlíme na 1 240 cm3
0,018 8 kg už má tři platné číslice		
12 V má jen dvě platné číslice, správný formát zaokrouhlení by tedy měl být 12,0 V (ale ponechání na 12 V není chyba)
Příklad 7: 
a) Vynásobíme V = 27,8 * 49,4 * 73,9 = 101 488,348 mm3. Po zaokrouhlení na 3 platné číslice 101 000 mm3 (mohu též psát samozřejmě 101 cm3).
b) Vynásobíme V = 47,8 * 119,4 * 163,6 = 933 717,552 mm3. Po zaokrouhlení na 3 platné číslice 934 000 mm3 (mohu též psát samozřejmě 934 cm3). První naměřený rozměr má tři platné číslice, další dva 4 platné číslice, volím pro zaokrouhlení nejmenší počet platných číslic, tedy 3.
Příklad 8:
a) Relativní chyba objemu krychle: vzorec je V = a3, tedy relativní chyba je 3 * 1,4% = 4,2 %
b) Relativní chyba povrchu krychle: vzorec je V = 6 * a2, tedy relativní chyba je 2 * 1,4% = 2,8 %. (Číslice 6 ve vzorci nemá na relativní chybu žádný vliv.)
Příklad 9: 
a) Relativní chyba objemu válce: vzorec je V =  * d2 * v, tedy relativní chyba je dvojnásobkem relativní chyby průměru (druhá mocnina) + relativní chyba výšky (součet je zde proto, že se ve vzorci ty veličiny násobí). Tedy 2 * 0,33 + 0,72 = 1,38 %
b) Relativní chyba povrchu válce: vzorec je S =  * d2 / 2 +  * d * v, tedy relativní chyba prvního sčítance je dvojnásobkem relativní chyby průměru (druhá mocnina) = 0,66 % a relativní chyba druhého sčítance je součtem relativní chyby průměru a výšky (násobení veličin) = 1,08 %. Protože 1,08 % je více než 0,66 %, výsledná relativní chyba povrchu je 1,08 % (při sčítání vybíráme tu větší).
Příklad 10:
a) Nejpravděpodobnější hodnota obvodu lavice: o = 2 * (a + b) = 2 * (123,7 + 49,8) = 343 cm. Počet platných číslic ve výsledku je 3, což odpovídá počtu platných číslic u šířky, zaokrouhlování tedy není nutné.
Nejpravděpodobnější hodnota obsahu lavice: S = a * b = 123,7 * 49,8 = 6 160,26 cm2. Počet platných číslic ve výsledku je 6, počet platných číslic u šířky 3, po zaokrouhlení tedy S = 6 160 cm2.
b) Relativní chyba obvodu lavice je rovna té větší z obou relativních chyb, tedy relativní chybě šířky = 0,43 %.
Relativní chyba obsahu lavice je rovna součtu obou relativních chyb, tedy 0,27 + 0,43 = 0,7 %
c) Absolutní chyba obvodu lavice je rovna 0,43 % z 343 cm, tedy 1,47 cm. Po zaokrouhlení tedy 1 cm (nebo 1,5 cm, podle toho, jestli zaokrouhlujeme podle obvodu nebo podle naměřených rozměrů, v tomto případě je možné obojí – s ohledem na to, že obvod i oba rozměry jsou ve stejných jednotkách, tedy v cm).
Absolutní chyba obsahu lavice je rovna 0,7 % z 6 160 cm2, tedy 43,12 cm2. Po zaokrouhlení tedy 40 cm2 (zaokrouhlení je potřeba stejně jako u nejpravděpodobnější hodnoty, tedy na desítky cm2).
d) Interval, v němž se nachází skutečná hodnota obvodu lavice s 68% pravděpodobností: o = (342 cm ; 344 cm), resp. o = (341,5 cm; 344,5 cm) – podle způsobu zaokrouhlení
Interval, v němž se nachází skutečná hodnota obsahu lavice s 68% pravděpodobností: 
S = (6 120 cm2 ; 6 200 cm2)

Teoretický test
Vyplnění tohoto testu není na známky a je zcela dobrovolné. Nicméně vám napomůže, abyste si sami zhodnotili, jak jste celému tématu porozuměli. Správné odpovědi jsou na konci testu.
1. Fyzikální měření:
a) může být zcela přesné, pokud budu dostatečně pečlivý
b) může být zcela přesné, pokud je měřený objekt ideálního tvaru a vlastností
c) může být zcela přesné, ale ne v podmínkách gymnaziální výuky (máme starší a chatrné přístroje, flákáme to, no znáte to...)
d) nemůže být nikdy zcela přesné, protože žádná měřící metoda není absolutně přesná a žádný objekt ideální
2. Váha na ovoce a zeleninu v obchodě má rozsah 5 kg a přesnost 2 g. Jaká z následujících hodnot může být výsledkem vážení na této váze?
a) 5 240 g
b) 561 g
c) 1,38 g
d) 1,38 kg
3. Opakované měření provádíme proto, abychom:
a) vyplnili čas vyhrazený pro fyzikální praktikum (jedno měření by přece byla nuda)
b) mohli určit velikost chyb měření
c) snížili systematickou chybu použitého přístroje
d) snížili náhodné chyby měření
4. Špatně přečtená nebo zapsaná hodnota je:
a) příkladem hrubé chyby
b) příkladem systematické chyby
c) příkladem náhodné chyby
d) běžný jev, který se budu snažit zatajit před vedoucím praktika
5. Aritmetický průměr zaokrouhlujeme:
a) nikdy nezaokrouhlujeme, nejpřesnější je vždy nezaokrouhlená hodnota (škoda, že moje kalkulačka má na displeji jen deset číslic)
b) na stejný nebo větší počet desetinných míst než mají měřené hodnoty
c) na stejný nebo menší počet desetinných míst než mají měřené hodnoty
d) vždy na stejný počet desetinných míst jako mají měřené hodnoty
6. Směrodatná odchylka není:
a) odhad hledané hodnoty fyzikální veličiny
b) odmocnina z rozptylu
c) charakteristika přesnosti měření (variability dat)
d) údaj, který budete počítat z vašich dat
7. Krajní chyba určuje:
a) kam až můžete zajít, když budete chybovat při písemce
b) jak daleko od průměru se ještě mohou reálně nacházet naměřená data
c) jak přesně jsem stanovil měřenou veličinu
d) velikost systematické chyby


8. Relativní střední chyba je:
a) podíl krajní chyby a aritmetického průměru
b) podíl směrodatné odchylky a aritmetického průměru
c) podíl střední chyby průměru a aritmetického průměru
d) chyba způsobená zanedbáním relativistických efektů v mechanice
9. Zásada reprodukovatelnosti je:
a) všechna měření by měla jít zopakovat za shodných podmínek a shodnými metodami se shodnými výsledky
b) všechna měření by měla jít zopakovat za jakýchkoliv podmínek a jakýmikoliv metodami se shodnými výsledky
c) všechno, co naměříme, musí vyhlásit školní rozhlas
d) všechny výsledky by měly odpovídat tomu, co je uvedeno v tabulkách
10. Do hodnocení chyb měření bych neměl zapomenout v závěru zahrnout:
a) chyby vypočítané pomocí výše uvedených postupů
b) chyby dané použitou metodou
c) zaokrouhlovací chyby
d) chyby způsobené přehlédnutím či nesprávným výpočtem

Správné odpovědi:
1d, 2d (pozor na jednotky), 3b (opakované měření nesnižuje systematické ani náhodné chyby, ty nám to umožňuje jen lépe určit a tím přesněji odhadnout výsledné hodnoty), 4b, 5d, 6a (odhad hledané veličiny je dán průměrem a střední chybou průměru), 7b, 8c, 9a, 10c (nic takového jako zaokrouhlovací chyba neexistuje, pokud dodržíte pravidla zaokrouhlování)
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